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N° 16

THEORIE ELEMENTAIRE

DE LA DEFORMATION

DES PIECES PRISMATIQUES DROITES

Par M. Charles MAUREL, conducteur des Ponts et Chaussées.

I. — INTRODUCTION,
a. Exposé. — Jusqu'a ce jour, I'étude de la déforma-

tion des pieces prismatiques droites est restée dans le
domaine des mathématiques supérieures; on détermine
les f{leches, pour chaque cas considéré, par l'intégration
de 'équation différentielle de la fibre neutre déformée.
Nous avons pensé qu’il y aurait quelque intérét, dans un
but de vulgarisation, & montrer que cette étude n’exige
pas, d’'une maniére absolue, 'emploi du calcul différentiel
et intégral ; qu'elle peut étre abordée par.les mathéma-
tiques élémentaires, sans recourir & la notion analytigue
du rayon de courbure, et sans hypothéses autres que celles
explicitement exprimées par tous les auteurs, ou implici-
tement contenues dans les équations différentielles.
Notamment, le calcul des fleches pour les cas ordinaires
de la pratique, et la déiermination plus ardue des points
d’inflexion dans les pidces prismatiques encastrées aux
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deux extrémités, s’obtiennent sans difficulté 4 l'aide d’une
simple sommation numérique.
(C'est & Pétude de ces deux questions que nous bornons

notre travail, en limitant les exemples au strict néces-
saire.

b. Sommation numérique. — On sait que la somme S,
des puissances 7™ de » nombres a, b, ¢,.... §, £, en pro-
gression ,arithmétique de raison », est donnée par la

relation générale suivante développée & 1’aide du binéme
de Newton :

(k _+. T)rn.-H — gm+i ﬂ
(m - 4) r 2

Sfﬂ —

I1 suffit, pour le cas qui nous occupe, de connaitre S;, S,
et S; pour la suite naturelle des nombres entiers. Les
résultats s’obticnment & l’aide de la relation générale ci-
dessus; mais on arrive au méme but en posant :

R2=(at+rR c2=0+r, ..., B=({-+r?
B=(at P, B=O+7P, ..., B=( P
b=(a+ 1), cm=(bA4rf, ..., Ko=(j

En totalisant et en développant les (n — 1) équations ainsi
posées pour chaque cas, on obhtient par une méthode tout
a fait élémentaire les relations connues :

. 2 - n
W > 2 3 (a)
91,3 2
S, = 2ns -J- gn -} n? (b)
. nt 4 2n3 - n?
b3 —_ + 4 . (C)

¢. Théorémes fondameniauz.

Sy
1. Limife -.-_-—-% pour 7 == w0,
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Divisons les deux termes de la relation () par n?; on
obtient : |

S 1 1

ML = < .

n2 = 2 +2n’
et, pour 7 = o

e 1

hmlte:;;':é-

2. Linite 52— % pour n.== oo,

Divisons les deux termes de la relation () par nd:

_S_g _ 1
+ 2n 6n2?
et, pour 72 =
llmlte > —-i
3

3. Limite §;—-.-.-.-- i pour 7 == 0.

Divisons les deux termes de la relation (¢) par nt;

§_3.__.1 T NI T
T &' 2n ' 4n2?
et, pour n = w0
Iimite%zio
nh ok

Ces trois théoremes que l'on aurait pu généraliser en
écrivant :
Sm — 1 ..
nm+1 m + 1
suffisent pour résoudre les questions relatives aux défor-
mations des pieces prismatiques droites.

limite

II. — FLEXION DES PIECES PRISMATIQUES DROITES.

1° Relation générale.

Soit BA (fig. 1) une piece prismatique horizontale de
longueur [ et de hauteur 4, encastrée en B et soumise &
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Vextrémité libre A & laction d’un poids vertical P. Sous
Vaction de ce poids, la pidce fléchit. Nous ne nous occu-
perons que des flexions frés petifes, n’altérant pas sensi-

I oL o~ o2
":f| £
, S S S
h Y
- ?J 3 8} Cz%’z Cx’e’: X
z f ? }:‘Q ’,0 ',G
/
1 2 / / : |
zf’/l ' / f ' A
B 1/1 ‘If { PQ:- ] I--(—.!: ——— ® -

- j -lfil- I’Jﬁ-\ =T f;_' ~~~~~~~ ‘[}‘ {:i.li A
Z ; 4 b - % 2 !
1 / F R DA IR -
g ! m,’ H dn.’ '\::-.. o) ~, 2.:D ft I
. \ A ! 5 - I
v
;i' Dﬁ Dﬁ \\:I)J - :3 f
% IR + | A
;’; RS T \
A NN £
;/5 AN | SR 1
é A\\ ...... :\f}_-.&'
? 3
»f: v
. .P

Fie. 1.

blement la longueur horizontale ( ni la verticalité du

poids P.

Divisons la piece prismatique en n prismes égaux tres
petits : AQ"=00"=00" = ..... == ;—i par des plans
verticaux C,D;, C,D;, CD,, ..... Les pieces prismatiques

ne pouvant se deformer que par des changements de
position des sections les unes par rapport aux autres,
nous pouvons supposer la piece BA successivement
encastrée sur les sections C,D;, G,D,, C;D,, ....., ete. On
suit bien ainsi, sur la figure, les déformations successives
€1y S2y Eay eeeo , sur les encastrements consécutifs, qui se
traduisent, sur la section de iéte CD, par des fleches /|,
fo==2f 2, fs==3f"3 ..... , se cumulant d’'une extrémité a
I'autre de la pikce prismatique pour donner la {leche
totale. C’est ainsi que, pour la piece encastrée en C,Dj,
on aurait: f == f, + 2/ 4 3’5, et & Pextrémité B :

o=+ 2 a+3s4+ . ..., -+ nf n.
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Dans ces déplacements successifs, les axes neutres
élémentaires O'A, 0°0’, 0707, ....... , se maintiennent
perpendiculaires aux sections correspondantes et viennent
en O'A,, O°0°, 070", ....... La similitude des triangles
C,0'¢’ et AO'Ay, C,0"¢” ot OO0y, C,07¢” et 00707, ...,

donnera :

h
g __2__1nh oty -
f‘._._i._zza d’ou ; fq—-nheh
n
52 nh N ________2_5 . P’ ...4.[.4
fg_- 253 d’ot: f’2 — nh Eg et: zf% f2 nh €a)
83 'nh 1o N 2l . p 61
f,s-_—ﬂl: dDu. f3—-—n'—'h‘"83 et : 3f3-—f3-..-nh°33,
. 'Y € é ¢ . . . e 4 . ’ . . » . -
e __ TR FE _ 2L . —p 20
f'3b—_ gz} d ou : n m:nh. En, Et. nf'n P fn,—— nh 8no
En résumé, les flexions spéciales & chacun des n

. 2 : : . [
prismes élémentaires tres petits, de longueur ~ sont suc-

cessivement :

fy = 2. ;‘f‘}; « €5
fo= 4. ﬁ " €35
A fs = 6. leh ' €35
.l
| fn=2n ?Tl-b. &y
En remplacant ¢, e, €5, ceveeny 5;. par leurs valeurs en

fonction des moments fléchissants et des réactions molé-
culaires, et en totalisant, on obtiendrala fleche totale f prise
par la piéce prismatique.

Ce procédé sera appliqué aux exemples donnés ci-
apres,
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2° Poutre encastrée a une extrémité et libre a 'autre.

Charge concentrée (abstraction faite du poids de la
poutre). — 1° Profil constant,

P A
L:‘%ffilf‘_“]ﬁ‘
o 0 O~

\5 s\\EE:\\‘

Q\\.\ =

Fic. 2.

Divisons la poutre (fig. 2) en n parties égales treés
petites. En partant de l'extrémité libre L nous pouvons
derire pour chacun des prismes.

r I ¥av 7 LA Z
LOO=00" =0"0" =....... =—:
7
. 2R, Pl oy T _I:Ez,
{¢* prisme...... T dgu,R,_zﬁI
o ) 2RI __ 2PI __2Plh
2 T e e s e T ———— n b B2 — "'—""'"2n1
0 Mgl _ 3P __3Plh
3 e s e et h e f?_‘b ] B3 — gn‘[
: QRnl _ aPl ~ nPlh
n® prisme...... o Rn = ol

Si ¢ représente la déformation subie par une piece pris-

matique sous l'action d’une charge unitaire g = R, on
RI
Les déformations de chacun des prismes LO’, 0'0”,0°0"

;R ——
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s’écriront :

1°r prisme...... € = EE'!' > ,;z; — ggf ;{ZE — 21:132231
v o = X5 =5 a8 = s
oo o =F X5 =5 X iE=

. ‘Bn. l. .ﬂ,l)-lh - Z‘ | nl;ﬂh‘
n® prisme...... W= < " ol I nE T 2n2E]

Portons, dans lesrelations (A) de l'article 1, les valeurs
de e, €9, €3, oonen , €, Obtenues ci-dessus; on aura:

PB
f.{ = 1. —_n3E17

P3
f2 = * Togr

P

f3"“'":—‘ 9. m,

P3
L kil 2 —— .

et en totalisant:

pi ) PB_S
oot farb Py b fo Py Rl 9 20020 By,

Et pour une série ininterrompue de prismes de longueur
infiniment petite, ¢’est-a-dire pour n = o :

PB4 PB

T El 37 3ED
2° Poutre d’égale résistance, de hauteur constante

Pour toutes les sections on a:

M Plh
21— 21

R = Cte,
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On écrira donc, pour chacun des “prismes infiniment

petits de longueur ;%: en partant de 'extrémité libre :

Plh | PRk

€1 T £ £ vty o By —= = == .
1 2 S " ] 7~ anE T 2RI

Ces valeurs égales de ¢, ¢, ¢, ...... , €., portées dans
les relations (A), donnent:

PP

fo== 1. og
PP
fo == 2. Tomy
PIs

" n2EI

»
rd

T 2ED

et en totalisant:

PB( 4-2434...4+n) PB_ S,
i+ s+ fn-—-f—-EI( T2 T:éj: _l"" Elxgéﬁ

et pour n = w0 ;

pJ
F=3Er
On procéderait de méme pour les charges uniformément
réparties, ainsi qu’on va le voir pour les pieces reposant
sur deux appuis.

3° Poutre appuyée a ses deux extrémités.

a. Charge concentrée (abstraction faite du poids de
la poutre. — Profil constant.

Nous prenons le cas ou le poids P est appliqué au
milieu de la portée. La section invariable est en O, et la
poutre peut étre considérée comme formée de deux poutres
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égales de longueur %: encastrées en O, et chargeées & leurs

extrémités L et L/ d'un poids g (fig. 3).

P P
2 1., . =
S
L Ll
L lml'fﬁ'll 0 . L'
A - PAN.
y
o
Fz. 3.

Divisons la poutre LO, de longueur 3 en n prismes

2
égaux, tres petits, de longueur 2% + Les relations (A) sont
encore applicables & chacun des prismes élémentaires,
mais en y remplacant / par ;é Ces relations deviennent
alors :
L= 1. ;t%. €.,
h=2 3%
nh
"Va=3 e
frn==n. .1%-}; Eipe

i

Pour chacun des prismes on a, d’ailleurs, en partant du
point d’appui:

Ry = o> 2 == 515 113:"@;5; ceaee n ==
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d’oll 'on tire:

_ Pl 1 DPh

Sal 7 2nE T 16n2EL
_ 2P L _ 2PB

27 8l 7 20E T 16n2EI
3Plk ! 3PL2h,

=8l " 3E — 16n2Ll
o nPih v 1 aPPkh
=G 7 2aE T 16n2E]

Portant ces valeurs de ey, ¢, €5y «evevvery g, dans les
relations (B), on obtient:

fi=1. 161:15;1’

fa=*% 151:533131’

fa=9 'isifm’
o

» =" T6n3EI >

et en totalisant:
PB (L4-4-+94... a8 DB S,

fl : f2 } f3 : see : fn f iBEIF n3 MiﬁEIx gr_l3;
et pour n == oo :
_ PB
— 48EIL
b. Charges uniformément réparties. — 1° Profil cons-

tant.
g étant la charge uniforme par metre courant, les réac-

: . ! Lo .
tions sur les appuis sont 20 + Pour une section située a la

i

distance x de I'appui on a:

g 2 "2
W_plz _p2t g, R:%(ﬂ*’i’_m).

It 9 )
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Divisons la demi=poutre en n prismes égaux tres petits

[

de longueur 5,5 Ol aura pour chacun des prismes, a

partir du point d’appui:

2 2 3 3
{er prisme. R; =— ’I(Ll ___p_l__)’ d’ont: gy = h (_pt yi. )

8n 1602 El\16n2  32n3
h (2p12  4pl? . h [2pl3 4pl3)
2 — g == . o0 g

~ = I(Sn 16n2)’ dou: &= g (161:? 3203
__h/3pl2 Opl . n h (3pl®  9pb
# = K=y ( 8n iﬁnﬂ)’ dous &= gy (167?,‘-3 32n3>
. _ b /npl  n2pl : h (npl3 ng3)

7" prisme. R"“"“I(Sn — 16n2)’ dou: en =g (16n2 3203
Portant ces valeurs de e, e, €3, .ooven , &, dans les

relations (B), on obtient:

..............

et en totalisant:

1 | 9
fr+fo+fa+ - +f,,._f__f’l’[(_i Lh 9. 40

{1603
(448 427+ ... -1-_7:5})]
320k ’
_ph S pl 5
F= [6R1 > m3 — 3281 N ni>

et pour N == oo :
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2° Poutre d’égale résistance, de hauteur constante.
Pour toutes les sections on a:

Xh __ pB
3 = S = R=(%,
d’ou :
. . __pbkha ! pl3h
MR TR e T ] N 2nE T 32mEL

Cette valeur constante, portée dans les relations (B),
donne :

fir — 1. __Ll“_‘

4 32n2E]

fo = 2. =LL.
A T WeT0)

. Pl
f3= 3 39n2EL’

— plh
In==n. 2o 35D
et en totalisant :
_ PB4 4248 k... )
f‘l+f2+ f3+ """ +fll-'—"f"""'32EI :ng
__ pl Sy
= 301 X pi
el pour n =oo :
b Dl 6plt

TT64El 7T 384EID

4 Poutre encastrée a ses deux extrémités.

Détermination des points d'inflexion.

1° Généralités. — Soit (fig. 4) une piece prismatique
horizontale encastrée i ses deux extrémités, soumise 2
I'action de charges et surcharges symétriques par rapport
a l'axe YY,. On sait que, dans la zone supérieure, il y a
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extension des fibres dans le voisinage des encastrements,
et compression des fibres dans la partie centrale, avec
points de passage ol tout effort s’annule. L’effet inverse
se manifeste pour les fibres de la zone inférieure : i1l y a
compression des fibres dans le voisinage des extrémités

#

M

FIG- 4.

encastrées et extension vers la partie médiane, avec points
de passage ol les efforts sont nuls. Ces points de passage,
ou il n’existe ni compression, ni extension, sont d’ailleurs
contenus, de chaque cdté de I'axe, dans une méme sec-
tion, car, ¢'ils empiétaient dans les sections voisines, les
déformations de ces sections ne seraient pas planes, ce
qui est contraire au principe fondamental de la résistance
des matériaux.

Il v a donc changement de sens de courbure en des
sections a'd’, ¢'d’, et points d’inflexion qu'il s’agit de
déterminer.

Puisque les efforts sont nuls dans les sections a'é” et
¢'d’, on peut considérer la poutre comme théoriquement
composée de trois parties : deux parties latérales égales
mnt et nn’ encastrées en m et en n, libres en m' ot n/,
et une partie centrale simplement posée sur les exiré-
mités libres 7’ et n’ des parties latérales.

Sous l'action des moments fléchissants — Sy produits par
les charges et surcharges quilui sont propres, et de ceux

Annales des P. el Ch. MEMOIRLS. — TOME XI. 31
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produits par la réaction ¢ de la poutre centrale sur son
point d’appui 2’ (fig. b), la poutre latérale rnm’ fiéchit et
vient en mum” (on ne doit pas perdre de vue qu’il s'agit
toujours de déformations trés petites n’altérant pas sen-
siblement les longueurs des poutres, et que le point 2’
est supposé se mouvoir sur la verticale m'm’). En faisant
ahstraclion, pour un instani, des effets produits sur les

- qa i
l i
m o E e . Fxh a4 w tm m ek o T oW o= ﬁ%-nhrﬂ‘n“mh— P e -
a

deux autres parties m'n’ et n'n de la poutre par les mo-
ments {léchissanis qui agissent sur elles, la poutre cen-
trale basculera et viendra en n'm’, en produisanf sur
7 »
‘ m'm . ,
I'axe YY, une fléche 00" = ——=—-La partie extréme nn’

2

aura conservé sa position initiale.

Sous Yaction de moments fléchissants ~— Sy égaux &
ceux qui ont amené la déformation de 'extrémité encas-
trée mm’', Uextrémité syméirique nn’ fléchit et prend une
fleche n'n” = m'm’. A ce moment, la partie centrale m'n
est descendue parallelement & elle-méme en m"n”, pro-
duisant sur Uaxe YY,; une fleche of” égale & la fleche
mm’ et n'n” prise par chacune des parties encastrées.

Enfin, sous l'action des moments fléchissants Sy,, qu’elle
subit, la partie centrale elle-méme s’incurve et prend une
fleche f°f qui, jointe & la fleche of” = m'm’, donne la
fleche totale of de la poulre compldie.
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Ainsi, la fleche totale of est produite par les moments
fiéchissants algébriquement cumulés agissant sur les deux
parties latérales encastrées et sur la partie centrale. On
exprimera que l'axe de la poutre primitivement horizon-
tal, issu du point m, passe par le point n situé sur le
méme horizon, en égalant & zéro la somme algébrique de
ces moments fléchissants. On posera done :

— 28x -+ Sxy == o.

R° Charge concentrée P au miliew de la poutre. — Soit
[ 1a longueur d’une poutre encastrée aux deux extrémités,
v la longueur de la partie centrale, z la longueur de cha-
cune des parties latérales. Divisons en 2m parties égales
fres petites la partie centrale y, et en n parties égales
aux premieres, chacune des parties latérales.

Les réactions g de la partie centrale en 7’ et n’ donnent,

sur chaque partie latérale, des moments fléchissants
sugcessifs :

et en totalisant :

@Sxx—%xs,l,
d’olr

——,‘?.S\E‘-P‘Exsl

A la partie médiane, les moments fléchissants successifs
sont :

..I.).. Y. E N 2__?:/_ . E ,.3_?!_,. . P nmy
2 “am> 2 %mo 5 Xgmr Tty gy
d’ol ;

S‘{| Pyt P
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On posera donc :

P”"><S4+—¢><s4=o. (a)

On. a évidemment :

am _. Y
20— 2
d’olr:
_2mx
n— ——
Y
Divisant le premier terme de la relafion (@) par =,
2mx
et le deuxiéme terme par -—;J"*-a on aura successivement :
2 4
— Px >< s+ 5o Py %'_—_' 0,
_ -ztz éi — 0
2" 8 7
202 =822, ou:  b2= La?
et enfin:
b = 2.
: )s : 1 3
Les points d’inflexion sont au 7 et aux Zde la longueur
de la poutre.
3° Charges uniformément réparties. — Dans ce cas,

les réactions de la partie cenfrale m'n’ sur l'extrémité

libre de chaque partie latérale mm’, nn’ sont égales aﬁg-

Les moments fléchissants dans la partie mm’ com-
prennent :

1° Ceux provenant de la réactlonp - appliquée al'extré-

mité libre 7', qui sont, en partant de ' .

pyx_ 19_4 py 3%, : Y?.Jx’-'_‘__;»'

n’ 2 n? ? 2
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2° Ceux provenant de la charge p par metre courant
sur la longueur x, qui sont:

& x 2p2 a: 3px . np;:c ___‘
=RAETY 7 >< n 2n ’ ? <

On posera, en conséquence, pour la somme — Sx des
moments fléchissants dans une des parties latérales:

py pa?
"\ 2 22/’

2pzy i&.)

——

n
2 ' 2An2

(
~ (5 +35)

_ (rpzy | nPpaA\
' w2 )2

et en totalisant:

2
e Sp=— (B (28 n) 1‘2’;’2(4 k49 {---+-n2)]

3
- By = — (_ﬁxs{ _]_p.:c ><52)

An2

o [pxy pa? .
0= — (B35, + 2 x5

Les moments fléchissants dans la moitié om” de la par-
tie centrale, uniformément chargée dun poids p par
metre courant, sont successivement:

vy py?
ki 8m?
2py2 _?;_,
&m 8m?2
3py? _ 9oy’
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et en totalisant :
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On posera donc:
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Divisons [par 7 tous les termes ci-dessus déja affectés

. l s 2mx
des diviseurs n et n?, et divisons par 7 tous ceux déja

affectés des diviseurs m et m?; on obliendra:
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soit, en réduisant successivement :

0

2y X yd o g8

TR Ty T T U
ou :
— B2y — 4xd - 43 = o.
Or:
y=1— 2,
et :
Y3 = I8 — 6zl2 + 1222 — Sa3,
Donc :

— 622] - 1203 — 4ad - B — 622 - 1222 —= 83 = 0
a2l — 622 - 1B =0
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On obtient ainsi les deux valeurs

© = 0,21,
x = 0,791,
et :
y=1—2>0,241 = 0,581.

Les points d’inflexion étant déterminés, on arrive aisé-
ment aux expressions qui donnent les fleches en opérant
comme dans les cas analogues des pitces encastrées ou
reposant simplement sur les appuis.

5° Poutre de section constante encastrée a4 une extrémité
et appuyée & l'antre.

1° Détermination du point d’inflexion. — Nous n’exa-
minerons que le cas d'une charge uniformément répartie.

Dans la poutre encastrée & ses deux extrémités (fig. D),
on peut supprimer la partie de droite nn”, par exemple,
et cela sans absolument rien changer dans l’expression
des moments {léchissants des parties restantes mum’n’,
a la condition de substituer & 'appui nn” un autre appui
fixe A. L’expression des moments fléchissants ne chan-
gera pas non plus si on remonte 'appui A sur la verti-
cale n'n, en n', au niveau de I'appui 7. Mais il n’en sera
pas de méme pour la fleche dont le maximum se main-
tiendra cependant toujours en o, au milieu de la partie
centrale de la poutre complete. Le point n” étant revenu
en n', la droite m’n’ prendra la position m'2’ en ne
donnant, comme flexion résultant de la déformation de la
mm”
% 2

En définilive, la fleche totale sera donnée par la somme
de la demi-fleche de la partie latérale encastrée, et de la
fleche de la partie centrale de la poutre complete.

partie latérale mm’, qu’une fleche 00" =
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Soit I la longueur mn’ de cette poutre. On voit sur la
figure que la longueur de la partie mwn’ encastrée en me
et libre en 77, qui est égale au 1/5 de la poutre totale /,
est égale au 1/4 de la poulre incompléte de longueur /. Le
maximum de la fleche est & une distance mo = H/8/.

2° Déformation. — Soit (fig. 6) une poutre encastrée
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en L et reposant sur un appui en L'. La charge p par
metre courant sur la partie 7'’ donne lieu & des réac-

tions égales 3p! en L/ et en m'. Il en résulte que la

8

réaction au point d’encastrement est égale & ﬁéil

La partie Lm’ subit:

1° La flexion due & la charge d’extrémité _?,’SP_Z. Rem-
PP 3pl
s PRy

placant, dans la relation connue f =

3
et 3 par (-i) » on obtient :

Pl
It = B2 ml
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2° La flexion due & la charge uniformément répartie,
pit
SEI

pour laquelle on prendra la relation : f == > en y

A
faisant & = (-/-i—) s d’olr:

]
277 9, 048E1

La partie 2L’ prend la fleche due & une surcharge
Syl 3\*
oplt Pour [ = (%{) ;0N aura :

uniforme, f == 384T

o = 405plh
3 ™ 98,304EI

D’apres ce qui a été dit plus haut, la fleche totale sera :

I

- /5, ou:

r pii  , _p¥_ 405plA s25plt _ 2,08plh
T 1.024E1 U Z.006R1 ' 48.304EI T 98.30:El T 384EI

Pugei-Théniers, 415 aotl 189.






